Unidad 3 - Parte B - Valores y vectores propios; diagonalizacion

Comprobaciones rapidas. Para una matriz de n x n con valores propios Ay, ..., A, (repe-
tidos segtin su multiplicidad algebraica):

/11+...+/1n:trM’ /11-~-)Ln:detM.

En una matriz triangular, los valores propios son los elementos de la diagonal. Si A es
valor propio de M, entonces A 1o es de M* y, si M es invertible, 1/ lo es de M~ con los
mismos vectores propios.

Matrices similares. A y B son similares si existe una matriz invertible P tal que B =
P71 AP. Las matrices asociadas a un mismo operador en dos bases son similares, y P es la
matriz de transicion entre esas bases. Las matrices similares tienen el mismo polinomio
caracteristico, los mismos valores propios, el mismo determinante, la misma traza y el
mismo rango.

Diagonalizacién. Un operador T : V — V, con dimV = n, es diagonalizable si existe una
base de V formada por vectores propios de T. En esa base, la matriz asociada es diagonal
y tiene los valores propios en la diagonal:

D= P MP, P=[% % - %],
donde las columnas de P (la matriz diagonalizadora) son los vectores propios, en el mismo
orden que los valores propios de D. Criterios:

= Silos n valores propios son distintos, T es diagonalizable.

= Si hay valores repetidos, T es diagonalizable si y solo si, para cada valor propio, la
multiplicidad geométrica es igual a la algebraica; es decir, si las dimensiones de los
espacios caracteristicos suman n.

= En el campo de los reales, si p(1) tiene raices complejas, T no es diagonalizable sobre R.

Operadores en espacios de polinomios o de matrices. Se trabaja con la matriz asociada

en una base sencilla ({x2, x, 1}, 0 la base canénica de M,,;). Los vectores propios que salen

como columnas de coordenadas se traducen de regreso: la columna (1, —1,0) en la base

{x% x, 1} es el polinomio x? — x.

3B.2 Cémo reconocer el problema

Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

raices de det(M — AI) 3B.3.1

«valores propios», «valores
caracteristicos», «polinomio
caracteristico»

«vectores propios», «espacios
caracteristicos», «base de cada espacio
caracteristico»

N(M — AI) para cada A 3B.3.2

«;es diagonalizable?», «determinar k para  comparar multiplicidades  3B.3.3
que sea diagonalizable»
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento
operaciones «definidas por» reglas raras;  axioma por axioma 23.1

«ges un espacio vectorial?», «indicar

todos los axiomas que no se satisfacen»

«determinar si W es un subespacio» cero, suma y producto 232

«jpertenece V a...?», «expresar como sistema consistente ono  2.3.3

combinacion lineal»

«linealmente dependiente o rango o determinante 234
independiente», «el valor de k para que la

dimension sea...»

«el espacio generado», «una base y la escalonar y leer 234
dimension»

«matriz de transicion de A a B», «vector Ml? y (V)p 2.3.5
de coordenadas», «los vectores de la base

F»

«espacio renglon», «espacio columna, escalonar N o NT 2.3.6
«rango»

funciones (sen x, e, tan’ x...) identidad o evaluacion 2.3.7

2.3 Procedimientos

2.3.1 ;Es espacio vectorial? (operaciones no usuales)

1. Escribe las dos operaciones del enunciado y marca los axiomas que el enunciado ya da
por ciertos: solo hay que revisar los demas.

2. Para el vector cero, plantea # + 0 = 4 con la suma dada y despeja 0; para el inverso,
i+ (—t) = 0.

3. Para cada axioma de la multiplicacion, calcula los dos lados con las reglas dadas y
compéralos.

4. Si un axioma falla, da un contraejemplo con nimeros concretos: «Cona = =1y
u=(1,1): (a + B)u = (1,1), pero ai + fu = (2,2). No se cumple».

5. Concluye: es espacio vectorial solo si se cumplen los diez axiomas. Si se piden «todos
los axiomas que fallan», revisa todos aunque ya haya fallado uno.

2.3.2 ;Es subespacio?

1. Traduce la condicién del conjunto a ecuaciones en las componentes o coeficientes
(Lll pdx = 4p(0) se vuelve %a —2¢ =0).

2. Revisa el cero: si 0 ¢ W, termina: no es subespacio.

3. Silas ecuaciones son lineales y homogéneas, es subespacio. Demuéstralo con la cerra-
dura de la suma y del producto: toma dos elementos genéricos, simalos y comprueba
la condicion.

4. Sino, busca un contraejemplo concreto (dos vectores de W cuya suma no esté en W, o
un multiplo que salga).

5. Si se pide base y dimension, despeja las variables dependientes y escribe el elemento
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3A.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. Las dimensiones del dominio y del codominio, escritas al principio.

2. Las bases que se usan y la matriz asociada, con la regla «columna = imagen».

3. El sistema del nucleo y su solucién con parametros; la base del nicleo.

4. El recorrido con su base o su ecuacién, y el teorema de la dimensién como comproba-
cion.

5. Parala inversa: la razén por la que existe (o no), la matriz inversa o el sistema despejado,
y laregla de T™1,

6. Una comprobacion con los datos del enunciado.

Si no sale la regla, el planteamiento por linealidad (T(av; + ;) = aT(V;) + BT(W,)) vy el

sistema para « y f ya valen buena parte del problema.

46

Unidad 2 - Espacios vectoriales: subespacios, base, dimension, coordenadas y matriz de transicion

2.3.7 Dependencia lineal de funciones

1. Simplifica cada funcién: tan 0 = 0, cos(x + ) = — cos x, sec? x — tan® x = 1. Si una es
la funcién cero o es multiplo de otra, el conjunto es dependiente.

2. Si no hay identidad a la vista, plantea a; fi(x) + - + @, f,(x) = 0 para toda x del
intervalo y evalia en n valores sencillos (0, % 1...). Si el sistema solo admite la solucién
cero, el conjunto es independiente.

3. Para la dependencia no basta evaluar: hay que exhibir la combinacién no trivial valida
para todo x.

soLo pLAN 2010 Criterio del wronskiano. El programa del Plan 2010 lo menciona por
nombre. Para n funciones derivables n — 1 veces,

W(x) = det fl f"
fl(n—l) frfn—l)

Si W(xy) # 0 para algin x, las funciones son linealmente independientes. Si W = 0,
el criterio no decide por si solo; en los ejemplos de examen, buscar la identidad es mas
rapido. Por ejemplo, para {e*, xe*}: W = e¥(e¥ + xe¥) — xe¥ - ¢ = ¢?* # 0, asi que son
independientes.

2.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: 2° final 2014-2, tipo A, problema 1.

Sea el conjunto A = {(2,-2,-4), (-1,2,3), (3,-2,-5), (1,0,—1)}. Determine:

= a) el espacio W generado por A;

= b) una base y la dimension de W;

= ¢) siel vector v = (3,2,1) pertenece a W.

Datos. Cuatro vectores de R*: al menos uno sobra.

Planteamiento. Los vectores como renglones; escalonar. Los renglones no nulos
dan la base, y un renglén genérico da la ecuacién de W.

Resolucion.

1. Se ordena con (1,0, —1) primero y se escalona:

R,—2R
1 0 —171 R+ [1 0 -1
2 -2 —4 [R-3R | 0 -2 -2
_—
-1 2 3 0 2 2
3 -2 -5 ] 0 -2 -2
R3+R,
R41—R2 1 0 -1
2R o 1 1
>
0 0 0
[ 00 0

2. b) Quedan dos renglones no nulos: una base de W es {(1,0,—1),(0,1, )} y dim W =
2. El conjunto A es linealmente dependiente.
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Ejercicio propuesto 3A.6.2
Adaptado de: 1er final 2015-1, tipo C, problema 4.

b
Sean los espacios vectoriales reales P = {ax + b |a,be R}y M = {(g ,a)

a,be]R},y

la transformacion lineal T : P — M tal que

T(x+1)=((1) _01) T(Zx—l):<g (1))

Obtenga la inversa de T.
b

Resultado: 771 (a
0 —-a

>: (a+2b)x+ (a—D).
— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 3A.6.3

Adaptado de: 2° extraordinario 2023-2, problema 3.

Sean los espacios vectoriales R* y P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c € R}, y la transformacién
lineal T: R® — P, tal que T(1,0,0) = x® + x + 1, T(1,1,0) = x*> + 1y T(1,1,1) = x%
Obtenga, si existe, la regla de correspondencia de T~! : P, — R>.

Resultado: T~ 1(ax? + bx +¢) = (a, a— b, a —¢).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 3A.6.4
Adaptado de: 3er extraordinario 2026-1, problema 3.
Considere el espacio vectorial M, de las matrices reales de 2 x 2 y la transformacién

T: My — M, dada por T(A) = A — AT, donde AT es la transpuesta de A. Determine si T
es una transformacion lineal.

Resultado: si es lineal.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 3A.6.5
Adaptado de: 2° parcial 2024-2, tipo B, problema 4.

Sean los espacios vectoriales P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c ER}y W = {(Z i)

a,b,c EJR},

y la transformacion lineal T : P, — W con regla

9 _fa-c b
T(ax +bx+c)—< b a+c)'

0 0 1 0 0 1
la matriz MZ(T); b) la regla de correspondencia de T~

Con las bases A = {x?, x,1} de P,y B= {(l O) , (0 l) s (O O)} de W, determine: a)
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1. Vector cero: (a,b) + (0,0) = (a,b). Se cumple, con 0 = (0,0).

2. Inversos: (a,b) + (—a,—b) = (0,0), y —a, —b € Q. Se cumple.

3. Cerradura de la multiplicacion: con k = % y (2,1): %(2, 1) = (V2,1) ¢ V, porque 2
no es racional. No se cumple.

4. @i +V)=ai+av:cona = 2,u =v = (1,1): 2(2,2) = (4,4), pero 2(1,1) + 2(1,1) =
(1,1) +(1,1) = (2,2). No se cumple.

5. (a+P)u = qu+Pizcona = f=1,u = (1,1):2(1,1) = (1, 1), pero 1(1, 1)+1(1,1) = (2, 2).
No se cumple.

6. Resultado: V no es un espacio vectorial sobre Q. No se satisfacen la cerradura de la
multiplicacién por un escalar y las dos leyes distributivas. Por eso no tiene sentido
calcular m (ademas, %(3, 5) = (v/3,/5) no esta en V).

Ejercicio 2.5.3 - Valores desconocidos a partir del espacio renglén

Adaptado de: 1er final 2014-1, tipo B, problema 2.

El espacio renglén de la matriz

3
N=|3
5

o S Q

2
5 es L(N,)={(m, n,m+n)|mneR}
3

= a) Determine los valores de a, by c.
= b) Con esos valores, determine el espacio columna de N.
= ¢) Obtenga el rango de N.

Resolucién.

1. a) Cada renglon esta en el espacio renglon, asi que su tercera componente es la suma
de las dos primeras: 2=3+a,5=3+4+b,3 =5+c. Entoncesa=—-1,b=2,c = -2.

2. c¢) El espacio renglon {(m,n,m + n)} tiene dimensién 2 (parametros m y n), asi que
rango N = 2. Comprobacion: (3,—1,2) y (3,2,5) son independientes y (5,-2,3) =
16 1
$(3,-1,2) - 1(3,2,5).

3. b) Las columnas de N son (3,3,5), (—1,2,-2) y (2,5,3). Las dos primeras son inde-
pendientes y el rango es 2, asi que generan el espacio columna. Su ecuacion sale
de

3 3 5
det{-1 2 -2)=-16x+y+9z2=0, esdecir, 16x—y—9z=0.
x y z

4. Comprobacién: (2,5,3) cumple 32 — 5 — 27 = 0.

5. Resultado: a = —1, b = 2, ¢ = —2; espacio columna {(x,y,z) | 16x —y — 9z = 0} =
gen{(3,3,5),(—1,2,-2)}; rango N = 2.

Ejercicio 2.5.4 - Matriz de transicién en un espacio complejo

Adaptado de: ler final 2014-2, tipo B, problema 1.

Sea el espacio vectorial complejo €2 con las operaciones usuales, y sean A = {(1,1), (i, 0)}
y B = {(2,1), (0, —i)} dos bases de C2. Obtenga:
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La dimension del ntcleo de F es igual a 1. Determine: a) el valor de k; b) el recorrido de F.
Resolucién.
1. a) dim N(F) = 1 implica rango M = 2, asi que det M = 0. Por la primera columna:

detM =203k —k)+2(~k —1) =4k —-2k—-2=2k—-2=0 = k=1

2. b) Con k = 1, el recorrido es el espacio generado por las columnas (2,0,2), (-1,1,1) y
(1,1, 3). Las dos primeras no son paralelas, y la tercera es su suma: (2,0,2)+(—1,1,1) =
(1,1, 3). Entonces dim F(R?) = 2.

3. La ecuacion del plano sale del vector normal (2,0, 2) x (—1,1,1) = (-2, —4, 2), propor-
cional a (1,2, —1):

FR®) ={(x,y,2) €R®| x + 2y —z = 0}.

4. Comprobacion: (1, 1,3) cumple 1+ 2 —3 = 0. El ntcleo, gen{(1, 1, —1)}, tiene dimensién
1=3-2.

5. Resultado: k = 1y F(R®) = {(x,y.2) | z = x + 2y}.

Ejercicio 3A.5.6 - jEs lineal un operador con derivadas?

Adaptado de: 2° extraordinario 2024-2, problema 3.

Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual a n con coeficientes

realesyseaT: V — V conregla T(p(x)) = 2p”(x) — 3p’(x). Determine si T es lineal.

Resolucién.

1. TvadeV aV: al derivar, el grado no aumenta.
2. Superposicion. Con p,q € V, la derivada de una suma es la suma de las derivadas:

T(p+q) =20p+q)” =3(p+q) = (2p” =3p") + (29" = 3¢') = T(p) + T(q).

Se cumple.
3. Homogeneidad. Cona € R, (ap)’ = ap’:

T(ap) = 2ap” —3ap’ = a(2p” = 3p’) = a T(p).

Se cumple.
4. Resultado: T es lineal. (Por ejemplo, T(x?) = 4 — 6x y T(2x?) = 8 — 12x = 2T(x?).)

Ejercicio 3A.5.7 - Nucleo, dimension del recorrido e inversa entre espacios de
Adaptado de: ler final 2024-1, problema 3.

. . a b
Sean los espacios vectoriales M = c

matrices
_)x v
d a,b,c,d EJR}yN = {(y z)
la transformacion lineal T : M — N definida por
(@ b\ f(a-b d—c
¢c d) \d-c 2a+b+c)’
Determine: a) el nucleo de T; b) la dimension del recorrido de T; ¢) si existe, la regla de
correspondencia de T~

x,y,ze]R},y

Resolucion.
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Ejercicio 2.5.6 - Dimension de un generado de matrices con parametro

Adaptado de: ler final 2025-1, problema 2.

Sea W el subespacio generado por las matrices

(S e (i

Determine: a) el valor de a € R para que la dimension de W sea dos; b) una base de W
con ese valor.

Resolucion.

1. Cada matriz (f Cs]) se escribe como el renglon (p, q,r, s):

R,—2R

1 -1 -1 0 Ri—SRi 1 -1 -1 0
2 1 3 -1 |— | O 3 5 -1
5 4 10 a 0 9 15 a

Ry—3R, -ro-1 0

—_ 3 5 -1

0 0 0 a+3
2. a) La dimensién es 2 si el tercer renglon se anula: a + 3 = 0, es decir, a = —3. Con

cualquier otro valor, la dimensién es 3.
3. b) Con a = —3, las dos primeras matrices son independientes (no son multiplos) y la

tercera es combinacion de ellas: ( > 4 ) =-— ( ! _l> +3 (2 1 )
10 -3 -1 0 3 -1

-1 2 1

)6 )

Ejercicio 2.5.7 - Dependencia lineal de funciones

4. Resultado: a = —3; una base de W es {(_ll

Adaptado de: 2° final 2024-1, problema 2.

Determine si el conjunto D = {senx, cos(x + ), tan 0} es linealmente dependiente o

independiente.

Resolucién.

1. Se simplifica cada elemento: cos(x + 7) = —cos x y tan 0 = 0. El tercer elemento es la
funcién cero.

2. Un conjunto que contiene al cero es dependiente: 0-senx +0-cos(x+7)+1-tan0 = 0
para toda x, con un coeficiente distinto de cero.

3. (Si se quitara el cero, {sen x, — cos x} si seria independiente: ¢ senx — fcosx = 0 en
szdaﬁzOyenxz%daazO.)

4. Resultado: D es linealmente dependiente, porque contiene a la funcion cero.
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3. b) Un polinomio ax? + fx + y esté en el recorrido si el sistema Mg(a, b, c)T = (a, B, )T
es compatible. Escalonando con k = 6 se llega a la condicion a —  + 4y = 0, es decir,
f=a+4y:

ax® + (a + 4y)x + Y= a(x?® + x) + y(4x + 1).

2y

Base del recorrido: {x? + x, 4x + 1}. Comprobacion: las dos primeras columnas, —x
3x+1y—7x>+x+2,cumplen —1-3+4=0y-7-1+8=0.
4. c¢)Nucleo: —a—7b—6¢ =0,3a+b—2c =0,a+ 2b+ ¢ = 0. De las dos ultimas,a = cy

b = —c (la primera se cumple: —c + 7¢ — 6¢ = 0):

o-p( )

Teorema de la dimensién: 1 + 2 = 3 = dim M.
5. d) N(F) # {0}: F no es inyectiva y no tiene inversa.

(xe]R}.

1 -1
6. Resultado: k = 6; base del recorrido {xZ + x, 4x + 1}; nucleo generado por (O 1 );

no existe F71.

Ejercicio 3A.5.2 - Regla de correspondencia a partir de datos mezclados

Adaptado de: 2° final 2010-2, tipo A, problema 3.

Sean el espacio vectorial real P; = {ax+b | a,b € R}y la transformacion lineal F : P; — R?

tal que F(2x—1) = (4,—1)y F(1) = (-1, 1)—F(x). Determine: a) laregla de correspondencia

de F; b) la dimension del nicleo de F; ¢) el recorrido de F.

Resolucion.

1. Por linealidad, F(2x — 1) = 2F(x) — F(1), y el segundo dato es F(x) + F(1) = (-1, 1).
Se suman las dos ecuaciones:

3F(x)=(4,-1)+(-1,1)=(3,00 = F(x)=(1,0),

y entonces F(1) = (-1,1) — (1,0) = (-2, 1).
. a) F(ax +b) = aF(x) + bF(1) = a(1,0) + b(—2,1) = (a — 2b, b).
. Comprobacién: F(2x — 1) = (2+ 2, —1) = (4,—1).
. b) F(ax +b) =(0,0)dab=0ya=0: N(F) = {0} y dim N(F) = 0.
. ¢) Por el teorema de la dimensién, dim F(P;) =2 — 0 = 2 = dimR2.
. Resultado: F(ax + b) = (a — 2b, b); dim N(F) = 0; el recorrido es todo R?.

AN U W N

Ejercicio 3A.5.3 - Regla de la suma a partir de sus matrices asociadas
Adaptado de: ler final 2014-1, tipo B, problema 3.
Sean el espacio vectorial real P, = {ax? + bx + ¢ | a,b,c € R} y las transformaciones

lineales T: R> —» P,y S: R® — P, cuyas matrices asociadas respecto a las bases A =
{(1,1,0),(0,1,0),(0,0, 1)} y B = {1, x,x*} son

0 -1 0 1 1 1
M) =(-1 2 1], M) =10 -1 -1
-1 1 -1 1 0 1
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i ;) b) (3x + 2) 4 = (1, )T

— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

Resultado: a) M2 = (

Ejercicio propuesto 2.6.6
Adaptado de: 2° final 2024-1, problema 1.

Determine si el conjunto A = {(x,y) | y — |x| = 0; x,y € R} es un subespacio de R?.
Resultado: no es subespacio: (1,1) € A, pero —1-(1,1) = (-1,-1) ¢ A.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

2.7 Errores frecuentes

1. Suponer que el cero es (0,0) con operaciones no usuales. Se despeja de u + 0=1i
con la suma dada.

2. Demostrar un axioma con un ejemplo. Un ejemplo solo sirve para mostrar que no
se cumple; para afirmar que se cumple hay que usar elementos genéricos.

3. Olvidar la condicion del cero en un subespacio. {p | p(0) = 3} falla de inmediato
porque el polinomio cero no cumple p(0) = 3.

4. Confundir el sentido de la matriz de transicion. M lleva coordenadas en A a
coordenadas en B; sus columnas son los vectores de A escritos en B, no al revés.

5. Poner las coordenadas como renglones de Mé“. Van en columnas.

6. Leer la base del espacio columna en la escalonada. Las columnas de la forma
escalonada no generan el espacio columna original; se toman las columnas originales
que tienen pivote, o se escalona N T,

7. Dar la dimensién de P, como 2. Es 3: {x?, x, 1}.

8. Usar escalares reales en un espacio complejo. En C? sobre C, los coeficientes de
las combinaciones pueden ser complejos.

9. Concluir dependencia de funciones con unos cuantos valores de x. Evaluar sirve
para probar independencia; la dependencia exige una identidad valida para toda x.

2.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Subespacio: 0e W, i+veEW,aueW

» dimR* =n-dimP, =n+1-dim M,,,, = mn - dim C sobre R = 2

= nvectores de R” son base < det # 0

= Vectores como renglones — escalonar — renglones no nulos = base del generado
= (Vp=ME@) 4 ME)=ME - MA = MEME - ME =B71A

= rango N = dim espacio rengléon = dim espacio columna

= Wronskiano ( soLo pLAN 2010 ): W(xg) # 0 = independientes

w sec’?x —tan®x =1-sen®x +cos?x = 1- cos(x + 1) = —cos x

2.9 Procedimiento recomendado en el examen

1. El espacio y las operaciones escritos explicitamente, y el campo de los escalares.
2. En «;jes subespacio / espacio vectorial?», cada condicién o axioma con «se cumple» o
«no se cumple» y su justificacion o contraejemplo.
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2. Recorrido: las imagenes de una base del dominio lo generan. Escribelas como vectores

de coordenadas, en renglones o en columnas, y escalona para quitar las dependientes.

Otra forma: plantea T(V) = w con w genérico y busca la condicién de compatibilidad
del sistema; esa condicion es la ecuacién del recorrido.

3. ;Pertenece w al recorrido? Resuelve T(V) = w: pertenece si el sistema es compatible.

4. Teorema de la dimensién: dim N(T) + dim T(V) = dim V. Usalo para comprobar, o
para obtener una dimension a partir de la otra.

5. Con parametro k: el dato «dimT(V) = 2» o «dim N(T) = 1» fija el rango de la
matriz asociada. Si la matriz es cuadrada y el rango debe ser menor que n, iguala su
determinante a cero; si no, escalona y anula el renglén que depende de k.

3A.3.4 Matriz asociada respecto a bases dadas

1. Aplica T a cada vector de la base del dominio A, en orden.

2. Escribe cada imagen como combinacion lineal de la base del codominio B. Con la base
canonica, las coordenadas se leen directo; con otra base, resuelve un sistema (si todas
las imagenes van a la misma base B, escalona una sola matriz aumentada con todas
ellas a la derecha).

3. Esas coordenadas son las columnas de MQ(T), en el orden de A.

4. Regla a partir de la matriz: escribe un vector genérico en la base A, multiplica por
la matriz y traduce el resultado con la base B.

3A.3.5 Suma, multiplo y composicion

1. Con reglas, aplica la definicion: (S~ T)(V) = S(T(V)): sustituye la regla de T dentro de
ladeS.

2. Con matrices en las mismas bases, suma o multiplica: M(S o T) = M(S)M(T).

3. Para una ecuaciéon como U « T —V = W, despeja como con numeros, sin cambiar
el orden: U+ T = V + W vy, si U es invertible, T = U~™! o (V + W). En matrices,
M(T) = MUY Y (M(V) + M(W)).

3A.3.6 Inversa

1. Compara dimensiones: si dimV # dim W, no hay inversa.

2. Calcula el nicleo: si N(T) = {6} y las dimensiones son iguales, T es biyectiva.

3. Inversa por matriz: Mg(T‘l) = [Mﬁ(T)]_l. Multiplica por un vector genérico de
coordenadas y tradicelo al espacio de llegada de T~1.

4. Inversa por sistema: plantea T(V) = w con w genérico y despeja v en términos de w.

5. Inversa por imagenes: si se conocen T(V,), ..., T(¥,), entonces Tﬁl(T(Tij)) = v;; escribe
un vector genérico del codominio como combinacién de las imagenes.
6. Comprueba con un vector: T~1(T(¥)) = .

3A.4 Ejemplo resuelto

Adaptado de: ler final 2015-1, tipo A, problema 3.
Sea la transformacién lineal F : R? — R? tal que F(a,b) = (a — b, b — 2a). Determine:
= a) una matriz asociada a F;
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Unidad 3 - Parte A - Transformaciones lineales: niicleo, recorrido,
matriz asociada e inversa

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno aplicara el concepto de
transformacién lineal y sus propiedades en la resolucién de problemas que
los involucren. (El Plan 2016 dice lo mismo.)

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: sin contar los valores propios (Parte B), hay un problema de transfor-
maciones en los 8 finales del Plan 2010 y en 27 de los 29 finales y extraordinarios
del Plan 2016. Los segundos parciales del Plan 2016 son, completos, de esta unidad.
» Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte.
= Ruta corta:
1. Lee la seccién 3A.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 3A.4 tapando la resolucién.
3. Resuelve los ejercicios 3A.5 con crondometro (15 min cada uno).

3A.1 Conceptos y expresiones

Transformacion. Una transformacion T : V — W asigna a cada vector de V (el dominio)
un unico vector de W (el codominio). Se da con su regla de correspondencia, por ejemplo

T(x,y)=(x—y,2x)oT(ax +b) = (Z Z)
Transformacion lineal. T es lineal si, para todos 4, v € V y todo escalar a,

TA+vV)=T@+TE) v  T(ed) = aT(@).

Consecuencias: T(0y) = Oy, y T queda determinada por las imagenes de los vectores de
una base: si v = @y, + - + ap ¥y, entonces T(V) = o T(v;) + -+ + &, T(+},). Una regla con
términos constantes (x + 1), productos de variables (xy), potencias (x?), valores absolutos
o funciones como sen x no es lineal. Derivar, integrar, transponer y multiplicar por una
matriz fija si lo son.

Nucleo y recorrido.
N(T)={F eV |TE) = oy}, TV)={T®¥)|veV}

El nicleo es un subespacio de V y el recorrido es un subespacio de W. El recorrido esta
generado por las imagenes de cualquier base de V.

Teorema de la dimension. Si dimV = n es finita,
dimV = dim N(T) + dim T(V).

dim T (V) es el rango de cualquier matriz asociada a T. La dimension del nicleo se llama a
veces nulidad.
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general como combinacion de vectores fijos.

2.3.3 Combinacion lineal y pertenencia

1. Plantea v = a;V; + - + ag W e iguala componente por componente (o coeficiente por
coeficiente).

2. Escribe la matriz aumentada con los ¥ como columnas y v como ultima columna, y
escalona.

3. Siaparece un renglén [ 00| c] con ¢ # 0, el sistema es inconsistente: v no pertenece
al generado. Si no, pertenece, y la solucion da los coeficientes.

4. Atajo: si ya tienes la ecuacion del generado (por ejemplo, z = y — x), basta sustituir v
en ella.

2.3.4 Dependencia lineal, base y dimension

1. Pon los vectores (o los coeficientes de los polinomios, o las entradas de las matrices)
como renglones de una matriz.

2. Escalona. El nimero de renglones no nulos es la dimensién del generado, y esos
renglones forman una base.

3. Si el nimero de renglones no nulos es menor que el numero de vectores, el conjunto
es dependiente.

4. Con parametro: escalona dejando el pardmetro en la ultima columna posible y escoge
su valor para que el rengléon que lo contiene se anule (dimensién menor) o no (dimensién
mayor). Con n vectores de R", iguala el determinante a cero.

5. Para dar el generado como conjunto, agrega un renglon genérico (x, y, z) y exige que
no aumente el rango: sale la ecuacion del subespacio.

2.3.5 Coordenadas y matriz de transicion

1. Para Ml‘;‘, escribe cada vector de A como combinacion lineal de los vectores de B. Los
coeficientes de cada uno forman una columna.

2. Atajo en R" (o con coordenadas en una base sencilla): si A y B son las matrices con los
vectores de cada base como columnas, Mg‘ =B~ 1A. Se calcula escalonando [B | A]
hasta [I | Mg].

3. Coordenadas: (v)g = MQ(V)A. Para pasar de B a A, usa la inversa.

4. Base desconocida. Si se da M}E y se conoce E, los vectores de F salen de ML = (M}E)*l:
la columna j da las coordenadas de \T/j en E.

5. Comprueba con un vector: reconstriyelo con sus coordenadas en las dos bases.

2.3.6 Espacio renglon, espacio columna y rango

1. Espacio renglon: escalona N los renglones no nulos son una base.

2. Espacio columna: escalona N (las columnas como renglones), o toma las columnas de
N que corresponden a los pivotes de su forma escalonada.

3. Rango = numero de pivotes. Si se da el rango y hay un parametro, iguala a cero los
menores que lo harian mayor.

4. Sise da el espacio renglén como conjunto, cada renglén de N debe cumplir su condicion:
de ahi salen los valores desconocidos.
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Unidad 3 - Parte B - Valores y vectores propios; diagonalizacion

1 Volver al indice

Objetivo (programa de la asignatura). El alumno aplicara el concepto de
transformacién lineal y sus propiedades en la resolucion de problemas que
los involucren. (El Plan 2016 dice lo mismo.)

Instrucciones de emergencia

= Frecuencia: es el subtema que mas sale. Hay un problema de valores y vectores
propios en 6 de los 8 finales del Plan 2010 y en 25 de los 29 finales y extraordinarios
del Plan 2016. Ademas, la Unidad 5 lo usa en la descomposicién espectral y en las
formas cuadricas.

= Tiempo: de 3 a 4 horas para esta parte.

= Ruta corta:
1. Lee la seccion 3B.1 (20 min).
2. Sigue el ejemplo 3B.4 tapando la resolucion.
3. Resuelve los ejercicios 3B.5 con crondémetro (15 min cada uno).

3B.1 Conceptos y expresiones
Operador lineal. Una transformacion lineal T : V — V, con el mismo espacio de salida
y de llegada, se llama operador lineal. Solo los operadores tienen valores propios.

Valor y vector propio. Un escalar A es un valor propio (o valor caracteristico) de T si
existe un vector v # 0 tal que
TW) = Av.

Ese v es un vector propio (o vector caracteristico) asociado a 1. Geométricamente, T no
cambia la direccion de v: solo lo estira, lo encoge o lo invierte. El vector cero nunca es
vector propio, pero el escalar 0 si puede ser valor propio; ocurre cuando T no es inyectiva.

Espacio caracteristico. Para cada valor propio, el conjunto
EQ) ={ eV |TE) =W} = N(T - AI)

es un subespacio de V: contiene al vector cero y a todos los vectores propios de 4. Su
dimension es la multiplicidad geométrica de A.

Polinomio caracteristico. Si M es una matriz asociada a T (en cualquier base), los valores
propios son las raices del polinomio caracteristico

p(A) = det(M — AI).

Las raices se cuentan con su multiplicidad algebraica: en p(1) = —(A — 1)?(A — 3), el valor
A = 1 tiene multiplicidad algebraica 2. Siempre se cumple

1 < multiplicidad geométrica < multiplicidad algebraica.

El polinomio no depende de la base: matrices asociadas al mismo operador en bases
distintas tienen el mismo polinomio caracteristico.
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3. a) Un vector de W es a(1,0,—1) + (0, 1,1) = (@, §, f — @): su tercera componente
es la segunda menos la primera.

W={xy2)lz=y-x}

Comprobacién con un vector de A: (2, -2, —4) cumple —4 = —2 — 2.

4. ¢)Parav=(3,2,1):y—x=2-3=-1% 1=z

5. Resultado: W es el plano x—y+z = 0, de dimension 2, con base {(1,0, —1), (0, 1, 1)};
v =(3,2,1) no pertenece a W.

2.5 Ejercicios de examen (resueltos)

Ejercicio 2.5.1 - Subespacio definido con una integral
Adaptado de: ler final 2010-2, tipo C, problema 1.

Sean P el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual a dos con
coeficientes reales y

1
T= {p(x) ePpP ’ J;l p(x)dx = 4p(0)}.

Determine si T es un subespacio de P. En caso afirmativo, obtenga una base y la dimensién

de T; en caso negativo, explique por qué no lo es.

Resolucion.

1. Con p(x) = ax® +bx +c: Lll(ax2 +bx+c)dx = 2—3“ + 0 + 2¢ (la parte impar se anula) y
4p(0) = 4c.

2. La condicién es %a + 2¢ = 4c, es decir, a = 3c: una ecuacion lineal y homogénea en los
coeficientes.

3. Cero: p = 0 cumple 0 = 0. Suma: si a; = 3¢; y dy = 3¢y, entonces a; + ay = 3(c; + ¢3);
se cumple. Producto: aa; = 3(acy); se cumple. T es subespacio.

4. Elemento general: 3cx? + bx + ¢ = bx + ¢ (3x? + 1).

5. Resultado: T es subespacio de P, con base {x, 3x% + 1} y dimensién 2. Comprobacion:
J13x% + 1)dx = 2+ 2 = 4 = 4p(0).

Ejercicio 2.5.2 - Axiomas con una multiplicacion por escalar no usual
Adaptado de: 1er final 2015-1, tipo C, problema 1.

SeaV ={(a,b) | a,b € Q} con las operaciones

(@b)+(c,d)=(a+c, b+d), k(a,b) = (d*, b9, ke Q.

Considerando que se cumplen la cerradura de la adicién, la asociatividad, la conmutati-
vidad, a(Bi) = (aB)i y 1 = i, determine si V es un espacio vectorial sobre Q. En caso
afirmativo, obtenga m = %(3, 5); en caso negativo, indique todos los axiomas que no se
satisfacen.

Resolucion.
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1 0 -1
Resultado: a) Mg‘(T) =lo 1 o0 |;pT! (Z ‘3_) = I’T”xz +qx + r;zp
1 0 1

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

Ejercicio propuesto 3A.6.6

Adaptado de: 1er extraordinario 2025-2, problema 3.

Sean el espacio vectorial P, = {ax® + bx + ¢ | a,b,c € R} y la transformacién lineal
T: R? - P, conregla T(a,b) = (a— 3b)x? + (2a + b)x + (a— b). Determine si el polinomio
p(x) = 7x% + 7x + 5 pertenece al recorrido de T.

Resultado: si: p = T(4,-1).

— Resolucién en el Apéndice E, p. 94.

3A.7 Errores frecuentes

1. Probar la linealidad con nimeros. Un ejemplo que funciona no demuestra nada;
uno que falla si basta para decir que no es lineal. La demostracion se hace con vectores
genéricos.

2. Escribir la matriz asociada por renglones. La columna j es la imagen del j-ésimo
vector de la base del dominio, en coordenadas de la base del codominio.

3. Olvidar pasar a coordenadas. Si la base del codominio no es la canénica, cada imagen
se escribe como combinacién lineal de esa base antes de ponerla como columna.

4. Invertir el orden de la composicion. M(S - T) = M(S)M(T): primero acttia T. En
una ecuacionU o T =V, se despeja T = U leV,noVoeUTl

5. Confundir niicleo y recorrido. El nicleo vive en el dominio y se obtiene igualando
a cero; el recorrido vive en el codominio y lo generan las imagenes.

6. Dar el recorrido como R? sin revisar el rango. El niimero de imagenes no es la
dimension; hay que quitar las dependientes.

7. Buscar la inversa sin revisar el ntcleo. Si dimV # dimW o N(T) # {0}, no hay
inversa.

8. No comprobar. La regla obtenida debe reproducir los datos del enunciado, y
T-Y(T®)) = 7.

3A.8 Formulario de emergencia de la unidad

= Lineal: T(i + ) = T(d) + T(¥) y T(aid) = oT(@) - T(0) =0

» N(T)={ | T() = 0} - T(V) = gen{T(Wy), ..., T(3,)}

s dimV = dim N(T) + dim T(V) - dim T(V) = rango M(T)

» Inyectiva <= N(T) = {0} - biyectiva <= M(T) cuadrada con det # 0

= MZ(T): columna j = (T())g - (T(M)p = ME(T)(¥)a

= M(S+T) = M(S)+M(T) - M(RoT) = M(RYM(T) - MB(T™) = [M{(T)]!
cosf —sen@

Rotacion:
" Rotacion (sen@ cos @

) - area por | det M|
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= a) la matriz de transicion de la base A a la base B;
= b) el vector de coordenadas de u = (1, —2i) respecto a la base A.

Resolucion.

1.
2.

. (1,0) = a(2,1) + B0, —i): a =

i
Pt
. Las coordenadas son las columnas:

a) Cada vector de A en la base B, con escalares complejos. .

(1,i) = a(2,i) + B(0,—i): de la primera componente, ¢ = %; de la segunda, % —if=i
i =_1

asique ff = 5

é.i—iﬁ:O,eSdeCir,—%:iﬁyﬁ:_'

)

1
N
MB_(21

PO | ~eb |~

. b) (1,-2i) = a(1,i) + B(i,0): de la segunda componente, ai = —2iy ¢ = —2; de la

primera, —2 +iff = 1, asi que f§ = s = 3L

. Comprobacion: —2(1,1) — 3i(i, 0) = (-2 + 3, —2i) = (1, —2i).
. Resultado: M§ = ! (_11 i) y @4 = (-2, -3i).

2

Ejercicio 2.5.5 - Vectores de una base a partir de la matriz de transicién

Adaptado de: 2° final 2014-2, tipo A, problema 2.

Sea V el espacio vectorial real que tiene las bases E = {x%, x> + x, x> + x + 1}y F =
{wy, Wy, wg}. La matriz de transiciéon de la base E a la base F es

11
ME=l0o 1 1],
0 0

y el vector de coordenadas de ¥ € V en la base F es (¥)p = (4, —5,7)". Determine: a) los
vectores de la base F; b) el vector de coordenadas de v en la base E.

Resolucion.

1.

30

Las columnas de ME = (M]k{—s)_1 son las coordenadas de los 17()] en E. Por escalonamiento
(o porque es triangular con unos):

1 -1 0
ME={0o 1 -1
0o 0 1
ca)w = xtwy =l + (2 4+ x) = x5 = —(x% + x) + (x® + x + 1) = 1. Es decir,
F={x*x1}
D)D) =ME@)p=@+5 -5-7, 7 =(9,-12,7).

. Comprobacién: con F, ¥ = 4x?—5x+7; con E, 9x2—12(x?+x)+7(x%+x+1) = 4x>—5x+7.
. Resultado: F = {x?, x, 1}y (Mg = (9,-12,7)T, con ¥ = 4x% — 5x + 7.

Unidad 3 - Parte A - Transformaciones lineales: nucleo, recorrido, matriz asociada e inversa

1. a) T(A) =0dael sistemaa—b=0,d—c=0,2a+b+c=0.Entoncesb=qa,c=-3ay

d=c=-3a:
b )

2. b) Teorema de la dimensiéon: dimT(M) = dimM — dimN(T) = 4 — 1 = 3. Como
dim N = 3, T es suprayectiva: T(M) = N.
3. ¢) N(T) # {0} (y ademas dim M = 4 # 3 = dim N): T no es inyectiva y no existe T~.

zxe]R}, dim N(T) = 1.

4. Resultado: N(T) esta generado por (_1

5 _13>; dim T(M) = 3; no hay inversa.

Ejercicio 3A.5.8 - Transformacién que cumple una ecuacion con composiciones

Adaptado de: ler final 2024-2, problema 4.

Sean las transformaciones lineales U, V, W : R* — R? con reglas

U(x,y) = 2x—y, —x+y), V(x,y) = 2x—y, x+y), W(x,y) = (x—2y, =3x+y).

Determine la regla de correspondencia de la transformacion lineal T tal que U T -V = W.
Resolucion.
1. Se despeja sin cambiar el orden: U e T =V + W y T = U~ o (V + W), siU es invertible.

2. Enla base canénica: M(U) = (_21 ) con det M(U) = 1,y M(U) ™ = (1 ;)

1
3. M(V) + M(W) = (f _11) + (_13 _12) = (_32 _23>

1 1 3 -3 1 -1
4 M(T) = (1 2) <—2 2 ) = (—1 1 )
5. Comprobacién: U(T(x,y)) = U(x -y, —x +y) = (3x — 3y, —2x +2y) = (V + W)(x, y).
6. Resultado: T(x,y) = (x—y, —x + y).

3A.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio propuesto 3A.6.1
Adaptado de: 1er final 2014-2, tipo A, problema 2.

0
Sean los espacios vectoriales reales M = {(g b) a,be lR} yP={ax+b|abeR}yla

transformacion lineal T : M — P tal que

3 0 0 0
T(O _1)—2x—4, T(O l)—43(—2.

a) Determine la regla de correspondencia de T. b) Obtenga el niicleo de T y la dimension
del recorrido de T.

Resultado: a) T ( 0) = (2a + 4b)x — (2a + 2b); b) N(T) = {0} y dim T(M) = 2.

a
0 b
—> Resolucién en el Apéndice E, p. 93.
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2.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio propuesto 2.6.1
Adaptado de: 2° final 2025-1, problema 1.
Sea G = {(1,0,-1), (3,2,-5), (4,k, —3)} C R3. Determine: a) el valor de k € R tal que la

dimensi6n del espacio generado por G sea dos; b) si w = (—1, 3, —2) pertenece al espacio
generado por G.

Resultado: a) k = —1; b) si: w = —%(1,0,—1) + %(3, 2,-5).

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 2.6.2

Adaptado de: ler parcial 2026-1, problema 3.

Dado el conjunto A = {x? + x + 3, x* + 2x + 7, —x* + 1, 2x% + x + 2}, determine: a) una
base y la dimension del espacio vectorial real W generado por A; b) el espacio W.
Resultado: a) base {x*> — 1, x + 4}, dimW = 2;b) W = {ax® + bx + ¢ | c = 4b — a}.

— Resolucién en el Apéndice E, p. 92.

Ejercicio propuesto 2.6.3
Adaptado de: ler parcial 2026-1, problema 4.
Sean A = {1, ], lAc} y B= {T;I,ZZ,Z3} dos bases de R3. Determine los vectores de la base B si
la matriz de transicion de la base A a la base B es
1 -1 0
A _
Mg=lo 1 -1
0 0 1

Resultado: b; = (1,0,0), b, = (1,1,0), b3 = (1, 1, 1).

— Resolucion en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 2.6.4
Adaptado de: ler parcial 2026-1, problema 5.

Determine si el conjunto A = {5 tan® x, —2sec? x, —1} es linealmente dependiente o

independiente en el intervalo (—g, g .
Resultado: dependiente: 2(5 tan? x) + 5(—2 sec? x) — 10(—1) = 0 para toda x.

—> Resolucién en el Apéndice E, p. 93.

Ejercicio propuesto 2.6.5

Adaptado de: ler final 2024-1, problema 2.

Sean A = {x + 3, 2x — 1} y B = {8x + 3, 5x + 1} dos bases del espacio vectorial de
los polinomios de grado menor o igual a uno con coeficientes reales. Determine: a) la

matriz de transicion de la base B a la base A; b) las coordenadas de 3x + 2 en la base A, si
Bx+2)g=(1,-DT.

32

Unidad 3 - Parte A - Transformaciones lineales: nucleo, recorrido, matriz asociada e inversa

Obtenga la regla de correspondencia de S + T.

Resolucion.
1 0 1
L MES+T)=MES)+ MM =(-1 1 0]
0 1 0

2. Las columnas, leidas en la base B = {1, x, xz}, son las imagenes de los vectores de A:

($+7)(1,1,0)=1—x, (S +T)(0,1,0) = x + x2, (S+7)(0,0,1) = 1.

3. Coordenadas de un vector genérico en A: (a,b,¢) = a(1,1,0) + (b—a)(0, 1,0) +¢(0, 0, 1).
4. Por linealidad:

S+T)a,b,c)=a(l—x)+ (b —a)x+x?)+c=(b-a)x?+®-2a)x+(a+c)

5. Comprobacién: (S+T)(1,1,0) =0 - x> —x+1=1-x.
6. Resultado: (S + T)(a,b,c) = (b — a)x? + (b — 2a)x + (a + ¢).

Ejercicio 3A.5.4 - ;Es biyectiva? Inversa de polinomios a matrices

Adaptado de: 2° final 2014-2, tipo A, problema 3.

Sean los espacios vectoriales reales P = {ax + b |a,be R}y M = {(z Z)

a,beJR},yla

transformacion lineal F : P — M con regla

F(ax+b)=(a_b a+b>

a+b a-b)’
a) Determine si F es biyectiva. b) Si existe, obtenga la inversa de F.

Resolucion.

L 1 0\ (0 1
1. d1mP—2yd1mM—2(base{<0 1),(1 0)})

2. a)Nucleo:a—b=0ya+b=0dana=>b=0. N(F) = {0}: F es inyectiva y, como las
dimensiones son iguales, también suprayectiva. F es biyectiva.

3. b) Se plantea F(ax +b) = (2 q): a—b=pya+b=q Sumandoy restando, a = 24

p 2
4. Comprobacion: F(pTJrqx + ?) tienea—-b=pya+b=gq.
+ —
5. Resultado: F es biyectivay F~! (‘Z ;1)) = I% x+ qu

Ejercicio 3A.5.5 - Niicleo de dimension 1 con parametro; recorrido

Adaptado de: 1er final 2015-1, tipo C, problema 3.

Sea el operador lineal F : R> — R? cuya matriz asociada a la base canénica es

2 -1 1
M=[0 1 k
2 1 3k
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3. En base y dimensién, la matriz con los vectores como renglones, el escalonamiento y
la lectura: base, dimension y ecuacién del generado.

4. En transicidn, cada vector escrito como combinacidn de la otra base, las columnas de
Mf;‘ y una comprobacion con un vector.

5. El resultado con los objetos originales: polinomios, matrices o funciones, no solo
coordenadas.

Sino se llega al final, el sistema bien planteado (la combinacion lineal igualada componente

por componente) ya vale buena parte del problema.
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= b) la transformacion inversa de F.

Datos. Operador de R2; se usa la base canénica en el dominio y en el codominio.
Planteamiento. Columnas de M = imagenes de (1,0) y (0,1); si detM = 0, F es
biyectivay M(F™!) = M~ 1.

Resolucion.

1. a) F(1,0) = (1,-2) y F(0,1) = (-1, 1):

M:<_12 ‘11).

2. b)detM =1—2 = —1# 0: F es biyectiva. Con la férmula de la inversa de 2 x 2:

_ 1 (1 1 -1 -1
M 1:—_1<2 1):<—2 —1)‘
5. Fab) =M () = (a- b ~2a-)
4. Comprobacién: F(—a—b, —2a—b) = ((—a—b)—(—Za—b), (—2a—b)—2(—a—b)) =

(a, b).

5. Resultado: M = ( !

_y _1l> y FY(a,b) = (~a—b, —2a - b).

3A.5 Ejercicios de examen (resueltos)
Ejercicio 3A.5.1 - Dimension del recorrido con parametro; nucleo e inversa

Adaptado de: 1er final 2010-2, tipo C, problema 4.

0
a,b,c € R}, y la transformacion lineal F : M — P, con regla

b
Sean los espacios vectoriales reales M = {(a c> a,b,ce ]R} y P, = {ax2 +bx +c |

F(g IZ):(—a—7b—kc)x2+(3a+b—20)x+(a+2”+0)~

La dimension del recorrido de F es igual a dos. Determine: a) el valor de k € R; b) una
base del recorrido de F; c) el nicleo de F; d) si existe, la transformacién inversa de F.

Resolucion.
1. Con las bases {((1) 8) s (g ;) R (8 (1))} y {xz, x, 1}, cada columna tiene los coeficien-
tesdea,byc:
-1 -7 -k
Mp=|3 1 =2
1 2 1

2. a) dim F(M) = rango Mp = 2 < 3, asi que det Mp = 0. Por el primer renglén:

detMp=—-1(1+4)+7(3+2)—k(6-1)=30-5k=0 = k=6.
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Inyectiva, suprayectiva, biyectiva. T es inyectiva siy solo si N(T) = {0}; suprayectiva si
T(V) = W, es decir, si dim T(V) = dim W; biyectiva si es las dos cosas. Solo las biyectivas
tienen inversa, y para eso hace falta dim V' = dim W. Cuando las dimensiones son iguales,
basta comprobar una de las dos condiciones.

Matriz asociada. Sean A = {v,,...,V,} una base de V y B una base de W. La matriz Ml?(T)
tiene como columna j el vector de coordenadas de T(\_/’j) en la base B:

MAT) = [@T@GDs T@G)p -+ TGIs|, @)= MFETD G)a.

Con las bases canonicas, la columna j es la imagen del j-ésimo vector candnico: en
T(x,y,z) = (...), los coeficientes de x forman la primera columna.

Algebra de transformaciones. Con S,T: V - Wy R: W — U lineales:
(R-T)(¥) = R(T(G)).

Las tres son lineales. En matrices (con las mismas bases): M(S + T) = M(S) + M(T),
M(aT) = aM(T) y M(R -~ T) = M(R) M(T), en ese orden: primero actda T, que va a la
derecha.

$+DE) =S +TE),  @NE) =aT@),

Inversa. Si T es biyectiva, T': W > Veslinea, T 1T = Iyy
_ -1
ME(TY = [ME(D)] .
T tiene inversa si y solo si su matriz asociada es cuadrada y su determinante es distinto
de cero.
Efectos geométricos (subtema 3.6). Los operadores de R? se pueden ver como defor-
maciones del plano. Con la matriz en la base candnica:

k
= Escalamiento: (Ol

0 . .
K ) estira o encoge cada eje.
2

(10 (o 1 ~
= Reflexion: <O _l)enele]ex,<l O)enlarectay—x.

cosf —sen 9)

= Rotacion de un angulo 6 en sentido antihorario:
senf  cosf

= Deslizamiento (cizalla) horizontal: ((1) I;)

1 0
= Proyeccion sobre el eje x: <0 0); no es invertible.

La composicion de dos efectos tiene como matriz el producto, con el primer efecto a la
derecha. El valor absoluto del determinante es el factor por el que cambian las areas; si es
negativo, la figura se invierte. Este subtema no ha salido en ningin examen de los dos
planes.

3A.2 Como reconocer el problema
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Si el enunciado dice... Se pide... Procedimiento

«determinar si T es lineal» las dos condiciones, oun  3A.3.1
contraejemplo

«T(1,2) = .., T(2,1) = ...», «tal que» con  laregla de 3A.3.2

imagenes de vectores correspondencia

«nucleo», «recorrido», «dimension del sistemas homogéneos y 3A.33

recorrido», «una base del recorrido», espacio columna

«;pertenece al recorrido?»

«la dimensién del nicleo es 1», «la el rango fija k 3A.33

dimension del recorrido es 2», con un

parametro k

«matriz asociada respecto a las bases Ay  columnas = coordenadas  3A.3.4

B», «Mﬁ(T)» de las imagenes

«S+T», «TeS» «2T T =T +3I», «T tal  algebra de 3A.35

queUT -V =W» transformaciones

«ges biyectiva?», «si existe, la inversa», nucleo y matriz inversa 3A.3.6

«T71»

3A.3 Procedimientos

3A.3.1 /Es lineal?

1. Busca primero un contraejemplo rapido: si T(0) # 0, no es lineal. Si la regla tiene

productos o potencias de las variables, prueba T(2V) contra 2T(¥) con un vector sencillo.
2. Si parece lineal, toma dos vectores genéricos & = (a,b,...) y v =

polinomios o matrices genéricos) y un escalar a.
3. Superposicion: desarrolla T(é + V) y compéralo con T(&) + T(V). Escribe «se cumple»

0 «no se cumple».

4. Homogeneidad: desarrolla T(au) y comparalo con aT(u).

(c,d,...) (o dos

5. Conclusion: lineal si se cumplen las dos.

3A.3.2 Regla de correspondencia a partir de imagenes

1. Comprueba que los vectores dados forman una base del dominio (tantos como la
dimension y linealmente independientes).

2. Escribe un vector genérico como combinacién lineal de esa base: (x, y) = av; + .
Resuelve el sistema para a y f§ en términos de x y y.

3. Aplica la linealidad: T(x,y) = a T(¥;) + B T(%,), y simplifica.

4. Silos datos vienen mezclados (por ejemplo, F(1) = —i + J — F(x)), primero despeja las
imagenes de una base sencilla (F(x) y F(1)) con un sistema.

5. Comprueba la regla con los datos del enunciado.

3A.3.3 Niucleo, recorrido y teorema de la dimension

1. Nucleo: iguala la regla al vector cero del codominio y resuelve el sistema homogéneo.
Escribe N(T) con sus parametros y da una base.
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